Lycée La Martiniére Monplaisir PT 2023-2024

Devoir sur Table 2

Durée : 4h

Les exercices sont indépendants. Ils peuvent étre traités dans un ordre quelconque.
Tous les documents sur papier sont interdits.
Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Le matériel de géométrie (regle, compas, équerre) est autorisé.

SO

La notation des copies tiendra compte dans une large mesure de la qualité de la rédac-
tion. Ceci implique que vous devez faire des raisonnements clairs, concis et complets,
utiliser un langage mathématiques adapté et précis, étre lisible et éviter les fautes
d’orthographe et de grammaire.

6. Si, au cours du devoir, vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, vous
le signalez sur votre copie et poursuivez sa composition en expliquant les raisons des
initiatives que vous avez été amené a prendre.

7. Mettez en évidence vous résultats en les encadrant ou les soulignant.

Exercice 1
(adapté de ENSAIT 1988)

Partie 1

Soit E le R-espace vectoriel des applications f continues sur ]0,1] a valeurs dans R telle que

1
/ f(t) dt converge.
0

1
Soit F' Pensemble des applications f continues sur ]0,1] & valeurs dans R telle que / fA(t)dt
0

converge.
) 5 a2 + b2
1. (a) Montrer que, pour tous réels (a,b) € R” on a |ab| < 5
(b) Montrer que tout élément f de F appartient & E.
(¢) En déduire que F est un R-espace vectoriel
2. Soit f : ]0,1] — R oua>0.
1
e
tOé
Pour quelles valeurs de «, f est-elle un élément de F'?
3. Soit f : ]0,1] — R oua>0.
sin(t)
t - 7
tOé
Pour quelles valeurs de «, f est-elle un élément de F'?
4. Soit f : ]0,1] —» R ouneN
t = In@)"
f est-elle un élément de E7? de F'7
Partie 11
Soit G le R-espace vectoriel des applications f continues sur |0, 1[ & valeurs dans R telle que
1
/ f(t)dt converge.
0
1. Soit f : ]0,1] — R oune€NetaecR.
In"(t)
R G
(1—t)e

Déterminer a quelle condition sur « et n, f est un élément de G.
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2. Soit f : 10,1 — R
; In(t)
1+ t)VI_ 2

(a) Montrer que f est un élément de G.

P 1-1¢
(b) Etudier les variations de la fonction ¢ : ¢ — 4/ T S 10, 1[.

1 1 1— 2
(¢) On note I :/ f(t)dt. Montrer que :/ ln( ’ ) dx
0 0

1+ 22
. -t
On pourra poser le changement de variable x = T
(d) Déterminer quatre réels (a,b, ¢, d) tels que
42 axr+b c d

R\{-1,1 =
Yz € \{ ,}, ($2_1)<x2+1) x2+1+x+1+3§—1

(e) En déduire la valeur de I via une intégration par parties

Exercice 2
(Banque PT, Maths C 2022)

1. Pour tout entier naturel non nul, n, on pose :

+oo 2n
H, = / Y
o l4uir

a) Etudier, pour tout entier naturel non nul n, la convergence de l'intégrale H,,.
Etud tout ent turel In,l de l'int le H,
1

(b) Calculer lim u?du
n—+oo 0

+o00o 2n

(c) Calculer nll}r_{loo : #du

(d) En déduire lim H,

n—-+oo

2. Pour tout entier naturel non nul n, et tout réel strictement positif x, on note

On pose :

i 3
K, = / X/tan z dz, , L, = / X/tan z dz
0 jus

4

)
)
(¢) Montrer que la suite (K, )nen+ est croissante et majorée.
(d) Etudier le sens de variation de la suite (L, )pen-.

)

Montrer que, pour tout entier naturel non nul n :

N

z
/ Xtanx dx >
i

(f) En déduire la convergence de la suite (L, )nen+, €t montrer que :

lim (K, +Ln) > ~

n—-+00 4

L
T = x2n.

Etudier, pour tout entier naturel non nul n, la convergence des intégrales K,, et L.

Pour tout entier naturel non nul n, effectuer, en le justifiant, le changement de variable
tanz = u?" dans l'intégrale (K, + L), puis donner, pour tout entier naturel non nul,
une relation entre (K, + L) et :
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+oo 2n
/ U
o l4uin

(b) En déduire lexistence d’une constante réelle H telle que, lorsque n tend vers l'infini :

H

n ~
n—+oco N

Exercice 3
(adapté de Centrale PC 2015)

Dans ce probleme, K désigne le corps R ou le corps C et E est un K-espace vectoriel non réduit
au vecteur nul.

Si f est un endomorphisme de F, pour tout sous-espace F' de E stable par f on note fr l'en-
domorphisme de F' induit par f, c’est-a-dire défini sur F' par fr(x) = f(z) pour tout z dans F.

Partie I

Dans cette partie, f est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E.

1. (a) i. Montrer qu'il existe au moins deux sous-espaces de F stables par f.
ii. Montrer qu'il existe au moins un endomorphisme de R? qui n’admet que deux sous-
espaces stables.
On pourra considérer endomorphisme f de R* défini par f(x,y) = (y, —x).

(b) i. Montrer que si E est de dimension finie n > 2 et si f est non nul et non injectif,
alors il existe au moins trois sous-espaces de F stables par f et au moins quatre
lorsque n est impair.

ii. Déterminer les sous-espaces stables de I’endomorphisme canoniquement associé a

N = (8 (1)) Que peut-on en déduire ?

2. (a) Montrer que, pour A € K, Ker(f — AIdg) est un sous-espace stable par f
(b) Montrer que s’il existe un élément X de K tel que dim Ker(f — AIdg) > 2, alors il existe
une infinité de droites de E stables par f.
(¢) On suppose dans cette question uniquement que tous les sous-espaces vectoriels de
FE sont stables par f.

Soit x et y deux vecteurs non nuls de F

i. Montrer que si x et y sont colinéaires, alors il existe un réel « tel que f(z) = az et
fly) = ay.
ii. Montrer que si (z,y) est libre, alors il existe un réel o’ tel que f(z +y) = o' (z +v)
et f(y) =d'yet f(x)=da'z.
iii. Que dire alors de f 7

Partie 11
Dans cette partie, n et p sont deux entiers naturels au moins égaux a 2, f est un endomorphisme
d’un K-espace vectoriel E de dimension n, tel qu’il existe un entier p et un p-uplet (A1,..., A\p)

d’éléments de K deux & deux distincts vérifiant

ou Vi€ [1,p], E; = Ker(f — \;Idg) et E; # {0g}.

1. Il s’agit ici de montrer qu’un sous-espace F' de E est stable par f si et seulement si F' =
P

PFnE).

i=1

P
(a) Montrer que tout sous-espace F' de F tel que F = @(F N E;) est stable par f.
i=1
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(b) Soit F' un sous-espace de E stable par f et  un vecteur non nul de F.

P
Justifier I'existence et 'unicité de (2;)1<icp dans Eq x --- x E, tel que z = Z ;.
i=1
(¢) Sionpose H, = {i € [1,p]|z; # 0}, H, est non vide et, quitte & renuméroter les espaces

-
vectoriels E;, on peut supposer que H, = [1,7] avec 1 < r < p. Ainsi on a © = sz

i=1
avec x; € E; \ {0} pour tout ¢ de [1,r].

On pose V,, = Vect(x1,...,2,.).

Montrer que B, = (z1,...,x,) est une base de V.

(d) Montrer que pour tout j de [1,7], f/~!(x) appartient & V, et donner la matrice de la
famille (f7~!(z))1< <, dans la base %,.

(e) Montrer que (f/~!(x))1< <, est une base de V.

(f) En déduire que pour tout ¢ de [1,7], z; appartient & F et conclure.

2. Dans cette sous-partie, on se place dans le cas ot p = n.

(a) Préciser la dimension de E; pour tout ¢ dans [1, p].

(b) Combien y a-t-il de droites de F stables par f 7

(¢) Sin > 3et k € [2,n— 1], combien y a-t-il de sous-espaces de E de dimension k et
stables par f?

(d) Combien y a-t-il de sous-espaces de E stables par f dans ce cas? Les donner tous.

Exercice 4
(adapté de EDHEC ECS 2020)

Dans tout I'exercice, on désigne par E un R-espace vectoriel de dimension n (n > 2 ).

Partie I —  Préliminaires

1. On considére un projecteur p de E, c’est-a-dire un endomorphisme de E tel que pop = p.

(a) Montrer que E = Ker(p) @Im(p)
(b) Etablir que Im(p) = Ker(Id — p)

(c) Notons r = Rang(p). Montrer qu'il existe une base (e, - - ,e,) une base de E telle que
Vk e [1,r], plex)= ek, Vk e [r+1,n], pler) =0g
(d) En écrivant la matrice de p dans la base (eq,- - ,ey,), montrer que

Rg(p) = Tr(p)

2. Montrer par récurrence sur k (k € N*) que, si Fy, ..., Fy sont des sous-espaces vectoriels de
E, alors on a 'inégalité :

Partie I —  C.N.S. pour qu’une somme de projecteurs soit un projecteur
Soit py et py deux projecteurs de E et ¢ = p; + p2. Le but de cette partie est de déterminer une
condition nécessaire et suffisante sur p; et po pour que ¢ = p; + p2 soit un projecteur.
1. Montrer que, si p1 o py = p2 o p1 = Og(p) alors ¢ est un projecteur.

On suppose désormais que ¢ est un projecteur.
2. (a) Montrer que Im(q) C Im(p;) + Im(p2)
(b) Justifier que Rang(q) = Rang(p1) + Rang(p2) et que

dim(Im(p1) + Im(pz)) < dim(Im(p1)) + dim(Im(pz))
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(c) En déduire que Im(q) = Im(py) + Im(pz) puis que Im(py + pa) = Im(p1) @5 Im(ps)
3. (a) Soit x € E, montrer que p;(z) € Ker(q — Id).

(b)

(c) En déduire qu’alors py o p1 = Oz et p1opz = 0z p)

En déduire que g o p;1 = p1 et go ps = ps.

4. Conclure

Partie 111

Soit un entier naturel k supérieur ou égal a 2. On considere des projecteurs de E, notés p1, pa, . . ., Pk
et on note qx = p1 +p2+ ...+ pr. On veut généraliser le résultat précédente a une somme de k > 2
projecteurs.

Généralisation

1. Montrer que si, pour tout couple (4, ) de [1, k]]2 tel que i # j, on a p; o pj = Oz (p), alors gy
est un projecteur.

On suppose dans toute la suite que qi, est un projecteur et on souhaite montrer que, pour tout
couple (i,7) de [1,k]? tel que i # 7, on a p; opj =0z (k-

2. (a) Montrer que Im(q) est inclus dans Im(p;) + ... + Im(py).

(b) Etablir, grace aux résultats de la partie 1, que Rang(qy) = dim(Im(p;) + . .. + Im(py)),
puis en déduire que Im(g;) = Im(py) + ... + Im(pg).
(¢) Etablir finalement I’égalité

Im(g) = Im(p1) P ... P Im(pr)

3. (a) Montrer que, pour tout j de [1, k], on a I'égalité g, o p; = p;.
k
(b) En déduire que, pour tout j de [1,k], on a : Va € E, Zpi (pj(x)) = 0.
%
(¢) Montrer alors que, pour tout couple (,5) de [1,k]? tel que i # 7, on a p; opj = 0s(p)-
4. Conclure quant a I'objectif de cette partie.
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Corrigé

Corrigé de I’exercice 1

Partie 1
1. (a) Soit (a,b) € R* on a
2 2 2 2 _ _ 2
@Bl b 2lal < b (el =B
2 2 2
Ainsi
2 b2
V(a,b) €R?, bl < 2 ;
2(t)+1
(b) Soit f € F, on a alors, pour t€]0,1], | f(¢)] < %
1 1 1 f2 + 1
Or / f2(t) dt et / 1dt convergent, ainsi, par linéarité / 5 dt converge.
0 0 0

1
Par critére de majoration on en déduit que / |f(t)| dt converge.
0

1
L’intégrale / f(t)dt est alors absolument convergente donc convergente.
0

Ainsi .

(¢) On a vu que F C E. Puisque la fonction nulle appartient & F', F est non vide.

Soit (f,g) € F? et A\ € R, alors, pour t €]0, 1]

(F(t) + Ag(1)> = F(£)2 + 20 f(t)g(t) + N2g(t)?
SO+ M ()2 + g(t)?) + N2g(t)?
< @+ AN + (A + A)g(t)?

1
Par linéarité / (1 + [IADF2(t) + (|| + A?)g(t)*dt converge et donc, par majoration
0

/0 (f(t) + )xg(t))2 dt converge.

Ainsi f+Xge F

Finalement F' est un sous-espace vectoriel de E et donc | F' est un R-espace vectoriel.

1
2. f est un élément de F si et seulement si / 20 dt converge.
0

D’apres le cours cette intégrale (de Riemann) converge si et seulement si 2a < 1.

1
Ainsi | f € F si et seulement si a < 3

sin?(t)

t2oz

3. La fonction ¢ — est continue sur 0, 1], 'intégrale n’est donc impropre qu’en 0.

sin?(t) 1
20 S f2a—2°

Au voisinage de 0 on a

1
Or / ——— dt converge si et seulement si 2a — 2 < 1.
t20¢—2

3
Ainsi | f € F si et seulement si o < 5

4. Soit n € N, par croissance comparée on sait que 7yr% \/iln(t)” =0.
—

Ainsi In(¢)" o0 (2)
—
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1
1
Or / — dt converge et la fonction ¢t — — est positive.
0

Vit Vit

1
Ainsi, par critére de négligeabilité, / In(¢)™ dt converge.
0

Finalement, ‘pour tout n € N, f € Fet donc f € E. ‘
Partie 11

Soit G le R-espace vectoriel des applications f continues sur |0, 1] & valeurs dans R telle que

1
/ f(t)dt converge.
0

1 n
In"™(t
1. f est continue sur ]0, 1] donc l'intégrale / ( ®) dt n’est impropre qu’en 0 et en 1.
0

1—t)e

— Au voisinage de 0 on a | f(t)] Koot [In(¢)™].
—

[N

Or / In(t)™ dt est absolument convergente quelle que soit la valeur de n.
0

1
2
Ainsi, par critere d’équivalence pour les fonctions positives, / f(t)dt converge pour
0

tout n € N et tout o € R.

.. [(t — 1) 1
— Au voisinage de 1 on a |f(t)] ~ = .
t=1 (1 —t) (1—t)ya—n
! 1
Or, par critere de Riemann, / 7( [ fyon converge si et seulement si « —n < 1.
) _
2

1
3
Ainsi, par critere d’équivalence pour les fonctions positives, / f(t)dt converge si et
0

seulement si @« — n < 1.

Finalement ‘ f est un élément de G si et seulement si a —n < 1. ‘
2. Soit f : ]0,1] — R
. In(t)

(1+6)V1— 12

(a) Pour t €]0,1] on a
1 In(t) o In(t)

1+ (1-1)2  (1—1t)2

IF (O] =

1

In(¢
Comme 3 —1=- 3 < 1 la question précédente nous assure que / (ln()l dt converge.
0

,t)z

Ainsi, par majoration, ‘ f est bien un élément de G. ‘

(b) ¢ est dérivable sur |0, 1] et, pour ¢ €]0,1[, on a

_ —(+)-(1- X
'(t) = a0 S _ <0
2 (0) N (1+t)VI- 12

‘ @ est donc strictement décroissante. ‘

De plus on a %51(1) o(t)=1et }gr% =p(t) =0.

Le théoréme de la bijection continue nous assure alors que ¢ est une bijection de ]0, 1]
vers |0, 1].

(¢) La licéité du changement de variable a été prouvé a la question précédente.

1—t o, L—o(t)?

Pour ¢ €]0,1[ on a ¢(t)? = T dou t = T ()2

Ainsi

— Valeur

La fonction
t — In(t)" ne va
pas se primitiver
de facon explicite
mais ces intégrales
peuvent se calculer
explicitement. Le
changement de
variable t1 = e

donne/ In(t)" dt =
0

T

+oo
(—1)"/ z"e " dx
0

1 In(t)" dt =
(—1)"F%n + 1) en

reconnaissant la
fonctionll". On a

ainsi/ In(¢)" dt =

(—1)"n!
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Ainsi

On a bien

Soit (a,b,c,d) € R?* tel que

42 ar+b ¢ d
A R\{-1,1 =
T € \{ ,}» (x271)(x2+1) x2+1+$+1 r—1
Alors
Az2 (az + b)(z + 1) d(z +1)
V R *]-7]- 9 - -1
{ARS \{ } (x—l)(.’IfQ‘i’l) 1'2_{-1 rx—1
En faisant tendre z vers —1 on obtient alors ¢ = —1
De méme
42 (ax +b)(x—1) (x—1)
Y R\{-1,1 = o d
xr € \{ 7}7 ($+1)($2+1) 2 +1 rz+1 +

En faisant tendre x vers 1 on obtient alors d =1

En évaluant en 0 on obtient 0 =b—1—1, d’ou b = 2.

Pour obtenir a on peut évaluer en un autre réel ou bien exploiter des limites :

I « 42 0 ¢l o ax + 2 1 1
im X —— o ——— = et lim z —
T+ 00 (2 —1)(z2 +1) ’ z—+00 2+1 z41 z-1
Ainsi a = 0.
Finalement
Vo e R\{-1,1} 4a? 2 L
x — = —
T (2 —=1)(z2+1) 2241 z+4+1 =x-1

1— 2
Soit A €]0, 1], pour x €]0, A] posons u(t) = z et v(z) = In ( < )

1+ 22

u et v sont de classe C! sur ]0,1[ et on a lirr%) u(z)v(z) =0
z—

4z
P A / = "
our z €]0, A] on a v'(z) (22— 1)(22 + 1)
Ainsi
2

1—=x
. A s 4A
int{ In <1 n x2> dz = int{u' (z)v(x) dz

A
— u(A)o(A) ~ lim u(e)o(z) - /0 (@) (z) da

A 4%2
= Av(A) —/0 mdm
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A
2 1 1
= Av(A) — - d
v(4) /0 x?+1 z+1+x—1 “
A

= Av(A) — [2arctan(z) — In(1 4+ z) + In(1 — z)];
= Aln(1 — A?) — Aln(1 4 A?) — 2arctan(A) + In(1 + A) — In(1 — A)

= Aln(1 — A) + Aln(1 + A) — Aln(1 + A%) — 2arctan(A) + In(1 + A) — In(1 — A)
=(A—1)In(1 —A)+ Aln(1 + A) — Aln(1 + A?) — 2arctan(A) + In(1 + A)

Par croissance comparées }liml(A —1)In(1 — A) =0 et donc
—

}xigll(A—l) In(1—A)+Aln(1+A)—Aln(1+A?*)—2arctan(A)—In(1+A) = 0+In(2)+In(2)—2 arctan(1)—In(2) = ln(2)—g

Ainsi

B ! In(t) o) T
I_/o (1+t)\/17t2dt_1(2) 2

Corrigé de I’exercice 2

Soit n entier naturel non nul fixé.
Pour u > 0, on a 1+ u*" =1+ (u*")? > 0, donc la fonction intégrée est bien continue
sur [0, +oo.

L’intégrale H,, est par conséquent seulement impropre en +oo.

u2n u2n 1

- ~ -
1+ udn u—stoo u4n u2n

“+o00
Or, puisquen > 1, 2n > 2 > 1, donc / —-du est une intégrale de Riemann conver-
1 u

gente.

Par critere d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives, on peut en conclure

que ’ Iintégrale H,, est convergente. ‘

1 2n+1 1 1
/ udu = |~ =
0 1], 2n+1

Pour n > 1 on a

1

donc| lim w?du =0
n—-+oo 0

Pour u > 0, on a
u2n u2n 1
X7 X T o
1 + u4n u4n u2n

Donc par propriété de croissance des intégrales (ces intégrales étant bien convergentes,
nous I’avons prouvé en 1.(a) ), on peut écrire :

+o0 u2n +o0 1
0s / Tram S / w1
+o0o
1 1
0] ——du =
r7/1 T T |

Ainsi
+oo u2n 1
Vn > 1, 0</1 1+u4”du<2n—1

D’apres le théoreme des gendarmes, on en déduit que

+oo u2n

N
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+oo u2n
d) D’apres la relation de Chasles, H, ——du ——du
(@) D'ep / 1+ utn +/1 L+ utn
+oo u2n
— Nous avons prouvé a la question 1)c) que ngr—ir-loo ) 1_'_Wdu =0
1 u2n
— Montrons que lim —du=0
n—+oo Jo 14y
u2n 9
n
car 1+u?" >1
1 2n 1
Donc 0 < / Y dug / u?"du
Sy THwin T
1
Or on a montré en 1.(b) que lim u?"du = 0, donc d’aprés le théoréme des
n—+oo Jq
1 u2n
gendarmes, on en déduit que lim ———du=0

n—+oo J 1 4+ udn

Finalement | lim H,, =0
n—-4o0o

1
2. (a) X/x=exp < n(x)>7 donc| lim */x =0

2n z—0*t

(b) — L’intégrale K, est impropre en 0, mais comme lim+ %/tan(zr) = 0 (en utilisant
z—0
la question précédente et le fait que lirr%J tan(z) = 0), la fonction intégrée est pro-
r—r

longeable par continuité en 0, ce qui implique que l'intégrale K,, est faussement
impropre en 0.

Donc |'intégrale K,, est convergente ‘ — Changement de variables
. . T . m
— L’intégrale L,, est impropre en —, car tan n’est pas définie en —. Les changements de
2 2 - variables « compli-
On va ramener le probleme en 0 en effectuant le changement de variable u = — — =, qués »vous seront en
T 2 général donnés. Par
qui est bijectif de [Z’ [ dans } } On a du = —dz, donc { contre les change-

ments de variables

2t cos(u) affines, plus simples
/ an - — u du et / sin(u) du ont méme nature. et plus naturels, ne
le seront en général

Cette derniere intégrale est impropre en 0. pas.

2 | cOS(1) 2,\1/T
sin(u) u—0 V u

I 1 i1
D plus / 27\‘/7du = / Wdu est une intégrale de Riemann convergente car
0 u o u

1
— < 1.
2n

D’apres le critere d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives, on en

déduit que | I'intégrale L,, est convergente ‘

(¢) — Soit n € N*. Montrons que K,, < K41 :

On sait que, pour x € }0, %}, tan(z) €]0, 1] et donc In(tan(z)) < 0.

Ainsi In(tan(x)) < In(tan(x))
2n 2n+ 2
In(tan(x))
PUont2 )
On utilise ensuite la propriété de croissance de 'intégrale pour affirmer que K, <

K.
— Montrons que la suite (K, )nen+ est majorée :

Pour x € }0; %}7 on a tan(z) €]0,1], donc *{/tan(z) <1

2n =

ln(tan(as))> _

et donc par croissance de ’exponentielle exp (
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Par propriété de croissance de l'intégrale,

™

4 T
K, < 1dx = —
/(; v 4

T
Finalement | La suite (K, )n,en+ est croissante et majorée par 1l

Soit n € N*.

In(t In(t
Pour z € } Z, g] ,tan(z) > 1, donc In(tan(z)) > 0, d’olt exp (n( 3n(x))) > exp (n; ar;_(;;)))
n n

Par propriété de croissance de l'intégrale, on en déduit que L, 41 < Ly,.

Ainsi ‘ La suite (L, )nen+ est décroissante ‘

Soit n € N*.

T
4’2
Par propriété de croissance de l'intégrale,

5 .
L, > 1dz = —
[f T

Pourxe] > 1.

}, tan(z) > 1, donc In(tan(z)) < 0, d’ou exp ( 3
n

1n(tan(:c)))

4

™
1t
La suite (L,)nen+ est décroissante et minorée, donc elle converge.

Ainsi| pour tout n € N*, L,, >

D’autre part, la suite (K, )nen+ est croissante et majorée (d’apres la question 2.(c) ),
donc elle converge également.

La limite lim (K, + L,) existe donc
n—-+4oo

On sait que :
— Pour tout n > 1, K,, > 0. Donc lim K, >

— Pour tout n > 1

Ainsi | lim (K, + L,) >

s
n—-+o0o 4

z
K,+L,= / */tan z dz d’apres la relation de Chasles.
0

In(tan(x))

Le changement de variable = — exp ( 5
n

) est bijectif, de classe C!, strictement

croissant de }0, g [ vers |0, +o0].

On a
2nu2n—1
u?™ = tan(z) = 2nu®" tdu = (1 + tan?*(2))dr = dr = ﬁdu
U n
“+o0 2n—1
2
Donc K, + L,, = / u X nuﬁdu, et finalement
0 14 un
+oo u2n
K,+ L, = Qn/ —du
0 14 utn
. ;s . * Kn + Ln
La question précédente nous permet d’affirmer que pour n € N*, H,, = —on
n
. 1 . ) T
Si on note H = 3 ngl}}oo(Kn + L,), alors H # 0 car HBIEOO(K,L +L,) > T
K,+L, H
donc Zntln ~ H, et finalement | H, ~ — |.
2 n—+o00 n
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1. (a)

2. (a)
(b)

Corrigé de l’exercice 3
Partie T

i. Les sous-espaces {0} et E sont évidemment stables par f. Il sont au nombre de
deux car E n’est pas réduit au vecteur nul, par hypothese.

ii. Soit f 'endomorphisme dont la matrice dans la base canonique de R? est

0 -1
Si f admet un troisieme sous-espace stable F' alors F' est une droite. Notons
u = (u1,uz) un vecteur non nul engendrant F'.

Il existe alors un réel A tel que f(u) = Au. Donc us = Auj et u;3 = —Aug. On en
déduit que (1 4+ A\?)uy = 0. Donc uy = 0 puis u; = 0 et ainsi u = 0 ce qui est
absurde.

‘Ainsi f est un endomorphisme de R? qui n’admet que deux sous-espaces stables.

i. — Im(f) et Ker(f) sont stables par f.
Or f est non nul et non injectif. Donc Ker(f) n’est ni £ ni {0}.

’ Ainsi Ker(f) est un troisiéme sous-espace stable. ‘

Si Ker(f) et Im(f) sont distincts, alors f admet quatre sous-espaces stables.

— Si n est impair, d’aprés le théoréme du rang Rg(f) + dim Ker(f) = n impair.
Donc Ker(f) # Im(f).

’ Ainsi si n est impair, f admet au moins 4 sous-espaces stables. ‘

0 0
On a Ker(f) = Im(f) = Vect(e1). Donc f admet trois sous-espaces stables.

" . . . s . 0 1
ii. Soit f I’endomorphisme canoniquement associé a la matrice N = ( )

Si f admet un autre sous-stable différent de E et de {0}, alors ce sous-espace stable
est de dimension 1 donc engendré par un vecteur u = (ug, uz).

Alors f(u) s’écrit A(u1,u2) avec A € R mais également f(u) = (ug,0).

Ainsi u; = uz = 0. Donc u € Ker(f).

Finalement ‘ f admet exactement trois sous-espaces stables. ‘

Soit x € Ker(f—AIdg), onaalors f(z) = Az € Ker(f—AIdg). Ainsi‘ Ker(f — A1Idg) est stable par f.

Soit Ker(f — AIdg) un sous-espace de dimension au moins 2.
Alors il existe e et e5 deux vecteurs propres non colinéaires éléments de Ker(f —A1dg).

Soit o de K, on a

fler+aez) = f(e1) + af(e2) = Mer + ae)

Ainsi la droite vectorielle D, = Vect(e; + ces) est stable par f.

Soit a et o deux éléments distincts de K. Alors les droites D, et D, sont distinctes.

Ainsi ‘ il existe alors une infinité de droites D, stables par f. ‘

Soit f un endomorphisme de FE dont tous les sous-espaces vectoriels de E sont stables
par f.

En particulier toutes les droites vectorielles sont stables par f.

Alors pour tout z € F avec x # 0, il existe un unique scalaire A, tel que f(z) = A,z.
Soit deux vecteurs non nuls z et y de E.

i. Si z et y sont colinéaires, alors il existe un scalaire « tel que y = ax .
alors

f(y) = Ayy = f(a:z:) = O‘f(z) =alT = Ay

d’ott Ay = A, car y est non nul.

Ainsi | il existe a € R tel que f(z) = az et f(y) = ay. ‘
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ii. On suppose que la famille (z,y) est libre. Alors

f(37+y> = )\w+y(x+y> = )\w+yx+)‘z+yy et f(x—i—y) = f(x)-i-f(y) = )‘w$+)\yy

Ainsi (Agy — Az)x = (Ay — Apty)Y-

Or la famille (z,y) est libre. Donc Mgy = Ay et Appy = Ay
Ainsi A\; = Ay.

Ainsi ‘ il existe o’ € R tel que f(z) = 'z, f(y) =d'y et f(x +y) =d(z +y). ‘

iii. On a montré il existe un scalaire A tel que

Ve e B,z #0, flz) =Xz

Et cette égalité reste évidemment valable lorsque x = 0. ’ Donc f est une homothétie. ‘

Partie 1T

P
1. (a) Soit F' un sous-espace vectoriel de E tel que F' = @(F NE;).
i=1
Soit = un élément de F. Alors il existe un unique p uplet (x1,---z,) de (FNEq) X -+ - X

P
FNE,) tel que x = ;.
P
i=1
P

D’ou, par linéarité f(z) = Z fxs).

i=1

P
Or z; € E;. Donc f(x;) = \jz;. Ainsi f(x) = Z/\ia:i.
i=1

Les F; étant des sous-espaces vectoriels on a, pour i € [1,p], \iz; € F N E;. Donc
P

f(z) € @(F N E;) ou encore f(z) € F.
i=1
‘Donc F est stable par f. ‘

p
(b) Par hypothése E = (DE;.

=1

p
x est aussi un élément de E. | Ainsi il existe une unique famille (x;)1<i<p dans Eq x --- x E,, tel que z = E T;.

i=1

(c) = Par définition la famille %, est une famille génératrice de V.
* pour chaque i € [1,7] la famille (z;) est libre.

Les sous-espaces Fq, ---, E, sont en somme directe donc une concaténation de
familles libre de chaque E; est une famille libre de la somme.

Ainsi la famille (x1,- - x,) est libre.

Finalement ‘la famille %, est une base de V.

(d) Pour i € [1,7] on a f(x;) = A\jz;. Une récurrence immédiate sur j € N* montre que
P ) = N

,
Par linéarité f7~!(x) = Z N,
i=1

‘Donc 7 Hx) € V,.

Alors la matrice de la famille (f/~'(x))1<;<, dans la base %, est la matrice de Vander-
monde d’ordre 7 suivante

IR VRPN U

D PHERRRID VA
w :W()\la 7>\7’) = . . .

D VPP Vi
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()

ao
Soit A = € Ker(W).
ar—1
r—1
Notons P = Z arpX*. On a alors P(\) =--- = P(\,) = 0.
k=0

P est un polynéme de degré inférieur ou égal a r — 1 qui admet au moins r racines, c’est
donc le polynéme nul. Aisi A = 0.

Puisque Ker(W) = {0,,1} on en déduit que W est inversible et donc

(f771(x))1<j<r est une base de V.

o Soit 4 un élément de [1, r].
Comme W est inversible, 2; s’écrit comme combinaison linéaire de f7~'(x).
Or F est stable par f. Donc pour tout entier j, f/~*(z) est un élément de F.
Donc z; est un élément de F'.
‘Ainsi pour tout entier ¢ de [1,7], ; € F N E;.

s
¢ Ainsi pour tout vecteur z de F', x = Z z; oux; € FNE;.

=1
p
Donc F' C @(F NE;).
=1
p P
Or @O(FNE;) C F. Donc F = P(FNE).
=1 i=1

p
Finalement F est stable par f si et seulement si F' = @(F NE;).
i=1

Comme p = n, alors E = @EZ Donc n = Z dim FE;.
i=1 i=1

Or, pour tout ¢ € [1,n], dim E; > 1.

‘Donc tous les sous-espaces F; sont de dimension 1. ‘

Soit D une droite stable par f.

Alors il existe un vecteur v non nul et un réel A tels que f(u) = Au. Donc il existe

i€ [1,n], u € Ker(f — A\ Idg).

Or pour tout ¢ € [1,n], dimKer(f — A;Idg) = 1. Donc D = E;.

‘ f admet donc exactement n droites stables . ‘

Soit F' un sous-espace de E stable par f et de dimension k.
n
D’apres la question 1., F' = @(F NE;).

Comme les E; sont des droit(les,1 leurs sous-espaces F'N E; sont soit nuls, soit égaux a Fj;.
Enfin, comme dim F' = k, il y exactement k indices i € [1,n] tels que F N E; = E;, et
les autres vérifient F N E; = {0}.

F est donc entierement déterminé par le choix de k indices i parmi n.

n
Donc il existe < k:) sous-espaces de ' de dimension k et stables par f .

Il suffit de les compter selon leur dimension & € [0, n].

Il existe Z (Z) = 2" sous-espaces de E stables par f.
k=0

Les sous-espaces stables par f sont @Ei, ou K parcourt I'ensemble des parties finies
ieK
de [1,n].

Corrigé de I’exercice 4
Partie I —  Préliminaires
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1. (a) Soit z € Ker(p) NIm(p). Il existe ainsi y € E tel

De plus on a

que x = p(y).

Op =p(z) =poply) =ply) ==

On en déduit que Ker(p) N Im(p) = {0g.

D’apres le théoréeme du rang on a dim(Ker(p)) + dim(Im(p)) = dim(E).

En conclusion on a

E = Ker(p) @Im(p). ‘

(b) On va procéder par double inclusion

— Soit € Im(p), il existe alors y € E tel que x = p(y).

Ainsi

(Id = p)(z) =z — p(x) = p(y) —pop(y) =p(y) — py)

Et donc x € Ker(Id — p).
Ce qui montre que Im(p) C Ker(Id — p)

=0g

— Soit maintenant x € Ker(Id — p), on a donc p(x) = x. Ainsi z € Im(p).

Ceci montre que Ker(Id — p) C Im(p).

Finalement on a bien ‘ Im(p) = Ker(Id — p). ‘
(¢) Soit (ey,---,e,) une base de Im(p) = Ker(Id — p

D’apres les questions précédentes on a

) et (e, ---ep,) une base de Ker(p).

E = Ker(Id — p) (P Ker(p)

Ainsi la famille (e, -- ,e,) obtenue par concatenation est une base de E (et en parti-

culier p = n).

On sait que
Vk e [1,r], er € Ker(ld—p),

C’est-a-dire

Vk € [r+1,n],

e € Ker(p)

‘Vk €1, r], plex) = e,

Vk € r+1,n], plex) =0g ‘

(d) Notons B = (e1,--- ,ep), on a alors
1 0
0
1
Matg(p) =
0

0

0
0

dim(Ker(Id —p))
D’ou

Tr(p) = Tr(Matg(p)) = dim(Ker(Id —p)) = dim(Im(p))

On obtient bien | Rg(p) = Tr(p).

2. On va procéder par récurrence sur n
Initialisation :
11 est clair que dim(F7) < dim(E4)
Hérédité :

dim(Ker(p))

rg(p)
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Soit k € N, et Eq,..., Ey, Ex+1 des sous-espaces vectoriels de E. On suppose que

dim(E; + -+ Ej) < dim(Ey) + ... + dim(Ey)

Notons F' = E{ + -+ Ej.

Soit (e1,- - ,ey) une base de F et (f1,- -, fp) une base de Ej11. Alors la famille (e, - - -, en, f1,-- -, fp)
est une famille génératrice de F' + Ey4q.

On a alors
dlm(F+Ek+1) < Card(el7"' >en7f15"' 7fp) < TL“FP

Ainsi

dim(F + Ejt1) < dim(F) + dim(Fry1 < dim(Ey) + ... + dim(Ey) + dim(Er41)

Ce qui prouve la propriété voulue au rang k + 1. Remarque

On aurait aussi pu
utiliser la formule de
Grassman appliquée
a F et Exy1 pour

Par principe de récurrence on a montré que s
prouver 'hérédité

si F1,..., L, sont des sous-espaces vectoriels de F alors‘

| dim(By + -+« + By) < dim(By) + ... + dim(EBy) |

Partie I —  C.N.S. pour qu’une somme de deux projecteurs soit un projecteur

1. On suppose que p; o pa = pz2 0 p1 = Oz (g, on a alors

qoq = (p1+p2)o(p1+p2)
=pi1op1+p1op2+p20p1+p20p2

=p1op1+Pp20op2 par hypothése
=p1+D2 car p1 et pa sont des projecteurs
=4

Ainsi go g =g, ‘ q est donc bien un projecteur. ‘

2. On suppose désormais que ¢ est un projecteur.
(a) Soit y € Im(q), il existe donc z € E tel que y = ¢q(z).

Ainsi y = p1(z) + p2(z). Comme pi(x) € Im(p1) et po(xz) € Im(ps) on a donc y €
Im(p1) + Im(p2)

On a ainsi montré que

[1m(q) € Tm(py) + Im(py) |

(b) On sait que g, 1 et ps sont des projecteurs, ainsi, d’apres la question 1.(d) de la partie
I on a Rang(q) = Tr(q), Rang(p1) = Tr(p1) et Rang(ps) = Tr(p2).

D’ou
Rang(q) = Tr(q)
= Tr(p1 + p2)
= Tr(p1) + Tr(p2) car Uapplication Trace est linéaire
= Rang(p1) + Rang(p2)
Ainsi

‘ Rang(q) = Rang(p1) + Rang(p2) ‘

La question 2. de la partie I appliquée aux sous-espaces vectoriels Im(p;) et Im(p2) nous
assure que

| dim(Im(p1) + Im(ps)) < dim(Im(p1)) + dim(Tm(ps)) |
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(c) Onsait déja que Im(q) C Im(py)+Im(pz), il nous suffit donc de montrer que dim(Im(q)) =
)

)
dim(Im(py) + Im(pz)).
Comme Im(q) C Im(py) + Im(p2) alors dim(Im(q)) < dim(Im(p1) + Im(p2))

De plus on a

dim(Im(q)) = Rang(q)
= Rang(p1) + Rang(p2)
= dim(Im(p1)) + dim(Im(pz))
> dim(Im(p1) + Im(pz))

On en déduit alors que dim(Im(g)) = dim(Im(p;) + Im(p2)) et donc que

‘Im(q) = Im(p1) + Im(ps) ‘

Par conséquent on a dim(Im(p;))+dim(Im(ps)) = dim(Im(q)) = dim(Im(p;))+dim(Im(pz))
et ainsi

Im(p1 + p) = Im(p1) @ Im(ps)

3. (a) Soit 2 € E, comme ¢ est un projecteur on a Ker(¢ — Id) = Im(q).
Or pi(z) € Im(py) C Im(py) @Im(pg) = Im(q). Ainsi

‘pl(x) € Ker(g — Id) ‘

(b) On a montré que, pour tout x € E, p1(z) € Ker(¢ — Id), c’est-a-dire que

Vo € E, q(p1(x)) —p1(x) = 0p

Ainsi
Vo € E, (gopi)(z) = pi(x)

En reprenant ces arguments en remplacant p; par ps on prouve mutatis mutandis que

C’est-a-dire

(¢) On a
pr=qopr=(p1+p2)opr=piopi+p2opr =p1+p20op;
Ainsi pP1Op2 = Oﬁ(E) De méme
p2=qops = (p1+p2)ops=piopz+p2ops =p1ops+p2

et donc pz o p1 = Oz (.

Finalement on a bien

‘pz op1 = 0g(p) et props =0g(m

4. On a montré que, si p; o pa = p2 0o p1 = Og(p) alors ¢ est un projecteur et que, si g est un
projecteur alors p; o ps = pz o p1 = Og(gy-

On en conclut donc que

q est un projecteur si et seulement si props =p2opr =0gp)

Partie III —  Généralisation
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1. On suppose que, pour tout couple (i,5) de [1,k]? tel que i # j, on a p; op; = 6. On a alors

k
= sz o Pi +Zzplopj

=1 j=1

J#

:zf: +ZZ@

1=1 j=1

J#i

On a donc g o g = qp- ‘qk est donc un projecteur. ‘

2. (a) Soit x € Im(qy), et soit y € E tel que x = qx(y).

On a alors
T = qk: sz

Ainsi z € Im(py) + ... + Im(pg)-

On a donc bien

‘Im(qk) C Im(py) + ...+ Im(px) ‘

(b) On a
rg(qr) = dim(Im(gx)) < dim <Z Im(p; )

De plus, comme g, et les applications linéaires (p;);eqi k) sont des projecteurs, on a,
d’apres la question 1.(c)

rg(qr) = Tr(qx)

()

k
= Z Tr(p;)
121
= Z rg(pi)
7.;1
= >~ dim(Im(p:))

k
> dim (Z Im(pﬁ) d’aprés la question 2.

i=1

On a ainsi montré que

[r(q) = dim (Im(p1) + ... + Im(py)) |
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On sait que Im(qx) C Im(py) + ...+ Im(py) et
dim (Im(gx)) = dim (Im(p1) + ... + Im(px))

Ainsi

| Im(g) = Tm(p1) + .. + Im(py) |

On a vu que

k

k
rg(gr) = dim <Z Im(pi)> < Zdim(lm(m)) < 18(qx)

Ainsi
k k
dim <Z Im(pz-)) = Z dim(Im(p;))
i=1 =1

La somme Im(p;) + ... + Im(pg) est donc une somme directe, d’ott

Im(gx) = Im(p1) P ... P m(py)

Soit j € [1,k].

D’apres la question précédente on a

Im(p;) C Im(py) @ . @ Im(pg) C Im(qg)

Comme g, est un projecteur, on a Im(q;) = Ker(Id — gx).
Ainsi,
Vo e E, p;j(z) € Ker(Id — gx)

C’est-a-dire

ou encore | pj = gk © p;.

Soit j € [1,k] et z € E, on a

Vr € E, p;(z) = qr opj(x)

pj(x) = qi o pj(z)

k
=2 _piop;()
- k
= pjopi(x)+ Y pi (p;(x))
=
k
=pi(z)+ Y _pi(pi(2))
iZi
k
Ainsi Zpi (pj(x)) =0.
2

On a donc montré que

k
Vie[Lk]l, VzeE, > pi(pi(x) =0
7

Soit « € E, d’apres la question précédente on a

p1(pj(2)) +p2(p;(@) + ... + pj—1(pj(2)) + Op  +pj+1(pj(z)) +... +pr(pj(z)) = 0p
——— N—— ———— ~~ ~————

€Im(p1) €Im(p2) €lm(p;—1) €lm(p;) €lm(pjt1)
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et
0p + 0g +...+4 0Og + Og + Og +...+ 0g =0g
~— ~— ~— ~— ~— ~—
€Im(p1) €Im(p2) €Im(pj—1) €Im(p;) €EIm(pj+1) €Im(pk)

Or la somme Im(p;) + ... 4+ Im(pg) est une somme directe, ainsi, par unicité de la
décomposition dans une somme directe, on en déduit que

Vee E, Vie[l,k], j#i =piopj(x)=0

Ainsi

Pour tout couple (4, j) de [1,k]? tel que i # j, on a p; o p; = 6.

4. On a montré a la question 3 que, si pour tout couple (i,7) de [1,k]? tel que i # j, on a
p; o pj = 6 alors g est un projecteur.

On vient de montrer que, si g est un projecteur alors, pour tout couple (4,5) de [1,k]? tel
que i # j, on a p;op; = 0.

En conclusion

qi est un projecteur si et seulement si pour tout couple (,5) de [1, k;]]2 tel que ¢ # j, on a p;op; = 6.
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